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B ResSeni tloh
1 Zlaty ez

Predpokladejme, Ze hodnotu zlatého fezu muzeme vyjadiit jako racionalni ¢islo
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kde p a ¢ jsou pfirozena &isla (¢ je nepochybné kladné). Vztah snadno upravime

pii¢em7 pravé strana je racionalni &islo, coz je v rozporu s iracionalitou v/5 na levé strané.

2 Logaritmy

2

Rozdil iracionalniho a celého ¢isla na pravé strané je iracionalni, totéz musi byt pravda pro
stranu levou. Velmi podobné (soucin racionalniho a iracionalniho ¢éisla) je situace ve druhém
pripadé
1
log; V18 = R log- 18.

3 Iracionalita 72

D1l 6 seridlu prinasi dikaz iracionality . Nyni pozménime vychozi predpoklad pro dikaz sporem
na tvar

Po dosazeni se obecny tvar rekurentni formule pro a, zapise jako
ap = (4n - 2>qan—1 — Pqap—s.

Nastésti to nic neméni na skute¢nosti, ze pomoci matematické indukce lze z celociselnosti
predchozich ¢lent odvodit i celo¢iselnost a,. Na zbytku diukazu jiz neni tf¥eba nic upravovat
a tim je iracionalita 72 prokazana. Tvrzeni pro 7 je pak jiz snadnym disledkem, nebot jde
o odmocninu iracionalniho ¢isla.

4 Vlastni ¢islo

Moznosti a riiznych postupi je opravdu nespocet. Jak bylo zminéno i v textu, je mozné expe-

rimentovat s ¢isly tvaru
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kde f(n) je néjakd ,yvhodna“ rostouci funkce (jejim defini¢nim oborem jsou piirozena Cisla,
funkéni hodnoty jsou rovnéz pfirozené). Samoziejmé lze vyuzit i jiny zéklad b nez 10 a v ¢itateli
se mohou vyskytovat ¢isla' 1 az b— 1. Postacujici podminkou na funkci f(n) miiZe byt naptiklad

lim ()

n—oo n ’

tedy Ze roste rychleji nez libovolné linearni funkce. Tim je zajisténo, Ze pocet nul mezi soused-
nimi ciframi desetinného zapisu ,yv pruméru narusta a nasledné rozvoj nemize byt periodicky.
Pro funkce f(n) = n! (Liouvillova &isla), 2", n? (také uvedené v textu) je tato podminka splnéna,
existuje samoziejmé ohromné mnozstvi dalsich.

Jinou metodou je kombinovani ¢islic desetinnych zapisu dvou iracionalnich ¢isel. Napt. pii
pouziti m = 3,14159... a e = 2, 71828... sestavime ¢islo 0, 1741185298... (na lichych mistech cifry
z m, na sudych cifry z e). Ve vysledném ¢isle rozhodné nemiize vzniknout periodicky rozvoj.
Pokud by vznikl, feknéme s periodou p od néjakého ng, pak by byl periodicky také s periodou 2p
a pro cifry rozvoje by platilo a,, 19, = a, ¥n > ny. To by v8ak znamenalo opakovani s periodou p
v prvnim (pro n lichd) i v druhém (pro n suda) vstupnim ¢isle, coz je spor. Takto vytvorené
¢islo je tedy skutec¢né iracionalni.

Vidy je ale tfeba zachovat obezietnost. Reknéme, Ze bychom chtéli vyjit z Liouvillovy
konstanty (Cislo Ny v 7. dile textu) a nasledné bychom kazdou 53. ¢islici pfepsali Sestkou.
Ukazuje se, ze takové ¢islo jiz iracionalni neni! Pro n > 53 je totiz n! vzdy délitelné 53, takze
vSechny jednicky v nekonecné cCéasti desetinného rozvoje budou piepsany Sestkami. Rozvoj se
stava periodickym a ¢islo je racionalni. Pritom by stacilo odsunout periodicky se opakujici
Sestky o jedno misto doprava, kde pro dostatecné velka n jiz prepsani jedni¢ek nehrozi.

5 Geometricky dikaz

Pomoci thlopiicek vymezime v pravidelném pétithelniku mensi pétithelnik, viz obr. 1. Uvédo-

Obrazek 1: Nesoumétitelnost ihlopticky a strany pétithelnika.

mime si, ze ¢erné ¢arkované tsecky maji délku r, stejnou jako tihlopticka mensiho pétiahelnika.
Délku ahlopticky a strany vychoziho pétitihelnika vyjadiime jako a = s+ 2r a b = s+ r.
Nalezneme podobné trojuhelniky, ze kterych odvodime, 7ze

a r+s b

b r a—b
!mohou to byt také nuly, ale pro zachovani iracionality musi ¢lenti s nenulovym ¢itatelem byt nekonecné
mnoho




Skute¢né tedy pomér a/b odpovida hodnoté zlatého fezu.

Nyni budeme dokazovat iracionalitu ¢ = a/b sporem. Piedpokladejme, ze a a b jsou soumé-
ritelné. Obé tsecky jsou tedy néjakym celoc¢iselnym nasobkem spole¢né miry m, tj. a = pm a
b = gm pro piirozena p a q. Pak je pomér a/b = p/q racionalni. Plati vSak, ze r = a—b = (p—q)m
a s =2b—a = (2g — p)m. Rozdily tsecek s mirou m maji tutéz miru (jsou také né&jakym celym
nasobkem m), takze také r a s jsou souméfitelné délky. V mensim (na obrazku ¢erveném) pétii-
helniku mizeme pomoci thloptic¢ek postupné konstruovat dalsi mensi pétithelniky, pficemz dle
stejné ivahy budou jejich thlopticky a strany mit stejnou miru m. PTi postupném zmengovani
se vSak uhlopricky i strany pétithelnika v nékterém kroku nutné stanou mensi nez mira m.
Nemohou tudiz byt celym nasobkem m. Tim jsme docilili sporu, takze puvodni tsecky délek a
a b nemohou byt soumétitelné. Jejich pomér ¢ je tedy iracionalni ¢islo.

6 Iracionalita e

Do predpokladu pro dikaz sporem ve tvaru
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ge =p— =pe
e
dosadime za e i e”! rozvoj exponencialni funkce v z = 1, respektive = —1 a dostaneme
1 1 1 1 1 _ {1 1 1 1 1
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Nyni seskupime ¢leny se stejnym jmenovatelem
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Hodnota p — ¢ je piirozené &slo, protoze e > 1. Vynésobime rovnici m!, kde m je néjaké sudé

prirozené ¢islo splnujici m > p + ¢, a dostaneme

p+q p—4q pP—q
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vyraz oznaceny R, zahrnuje zbylé ¢leny
+ — +
R — Pta p—q N p+yq o

(m+1) (m+1)(m+2) (m+1)(m+2)(m+3)

Levéa strana rovnice (sou¢in faktoridlu a sloZzené zavorky) je nepochybné celo¢iselna. Rozdil
prvnich dvou ¢lent v R,,, mzeme upravit

p+q p—q 1 pP—q
m+1) miDmi2) (m+1){(p+q)_m+2}

a analogicky i pro dalsi dvojice. Diky podmince pro m jsou vSechny rozdily kladné a tudiz i
cely vyraz R, je kladny. Pro ziskdni horniho odhadu R,, zdporné c¢leny zanedbame a ostatni
zhora omezime geometrickou fadou

pP+q P+q p+q pP+q
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(m+1)  (m+1)(m+2)(m+3) (m+1)  (m+1)3

kterou secteme s vysledkem

m+ 1 <p+q
m(m + 2) m

Rn<(p+q)

Diky podmince m > p + ¢ jsme tak ovérili nerovnosti 0 < R, < 1. Takovy ¢len se nemiize
rovnat celo¢iselnému vyrazu, takZe jsme ziskali spor s po¢ateénim piedpokladem. Iracionalita e?
je tim dokazéana.



