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B �e²ení úloh

1 Zlatý °ez

P°edpokládejme, ºe hodnotu zlatého °ezu m·ºeme vyjád°it jako racionální £íslo

ϕ =
1 +
√
5

2
=
p

q
,

kde p a q jsou p°irozená £ísla (ϕ je nepochybn¥ kladné). Vztah snadno upravíme

√
5 =

2p− q
q

,

p°i£emº pravá strana je racionální £íslo, coº je v rozporu s iracionalitou
√
5 na levé stran¥.

2 Logaritmy

log3
2

9
= log3 2− log3 9 = log3 2− 2

Rozdíl iracionálního a celého £ísla na pravé stran¥ je iracionální, totéº musí být pravda pro
stranu levou. Velmi podobná (sou£in racionálního a iracionálního £ísla) je situace ve druhém
p°ípad¥
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3 Iracionalita π2

Díl 6 seriálu p°iná²í d·kaz iracionality π. Nyní pozm¥níme výchozí p°edpoklad pro d·kaz sporem
na tvar

π2 =
p

q
.

Po dosazení se obecný tvar rekurentní formule pro an zapí²e jako

an = (4n− 2)qan−1 − pqan−2.

Na²t¥stí to nic nem¥ní na skute£nosti, ºe pomocí matematické indukce lze z celo£íselnosti
p°edchozích £len· odvodit i celo£íselnost an. Na zbytku d·kazu jiº není t°eba nic upravovat
a tím je iracionalita π2 prokázána. Tvrzení pro π je pak jiº snadným d·sledkem, nebo´ jde
o odmocninu iracionálního £ísla.

4 Vlastní £íslo

Moºností a r·zných postup· je opravdu nespo£et. Jak bylo zmín¥no i v textu, je moºné expe-
rimentovat s £ísly tvaru

∞∑
i=1

1

10f(i)
,



kde f(n) je n¥jaká �vhodná� rostoucí funkce (jejím de�ni£ním oborem jsou p°irozená £ísla,
funk£ní hodnoty jsou rovn¥º p°irozené). Samoz°ejm¥ lze vyuºít i jiný základ b neº 10 a v £itateli
se mohou vyskytovat £ísla1 1 aº b−1. Posta£ující podmínkou na funkci f(n) m·ºe být nap°íklad

lim
n→∞

f(n)

n
=∞,

tedy ºe roste rychleji neº libovolná lineární funkce. Tím je zaji²t¥no, ºe po£et nul mezi soused-
ními ciframi desetinného zápisu �v pr·m¥ru� nar·stá a následn¥ rozvoj nem·ºe být periodický.
Pro funkce f(n) = n! (Liouvillova £ísla), 2n, n2 (také uvedené v textu) je tato podmínka spln¥na,
existuje samoz°ejm¥ ohromné mnoºství dal²ích.

Jinou metodou je kombinování £íslic desetinných zápis· dvou iracionálních £ísel. Nap°. p°i
pouºití π = 3, 14159... a e = 2, 71828... sestavíme £íslo 0, 1741185298... (na lichých místech cifry
z π, na sudých cifry z e). Ve výsledném £ísle rozhodn¥ nem·ºe vzniknout periodický rozvoj.
Pokud by vznikl, °ekn¥me s periodou p od n¥jakého n0, pak by byl periodický také s periodou 2p
a pro cifry rozvoje by platilo an+2p = an ∀n ≥ n0. To by v²ak znamenalo opakování s periodou p
v prvním (pro n lichá) i v druhém (pro n sudá) vstupním £ísle, coº je spor. Takto vytvo°ené
£íslo je tedy skute£n¥ iracionální.

Vºdy je ale t°eba zachovat obez°etnost. �ekn¥me, ºe bychom cht¥li vyjít z Liouvillovy
konstanty (£íslo N1 v 7. díle textu) a následn¥ bychom kaºdou 53. £íslici p°epsali ²estkou.
Ukazuje se, ºe takové £íslo jiº iracionální není! Pro n ≥ 53 je totiº n! vºdy d¥litelné 53, takºe
v²echny jedni£ky v nekone£né £ásti desetinného rozvoje budou p°epsány ²estkami. Rozvoj se
stává periodickým a £íslo je racionální. P°itom by sta£ilo odsunout periodicky se opakující
²estky o jedno místo doprava, kde pro dostate£n¥ velká n jiº p°epsání jedni£ek nehrozí.

5 Geometrický d·kaz

Pomocí úhlop°í£ek vymezíme v pravidelném p¥tiúhelníku men²í p¥tiúhelník, viz obr. 1. Uv¥do-

Obrázek 1: Nesoum¥°itelnost úhlop°í£ky a strany p¥tiúhelníka.

míme si, ºe £ern¥ £árkované úse£ky mají délku r, stejnou jako úhlop°í£ka men²ího p¥tiúhelníka.
Délku úhlop°í£ky a strany výchozího p¥tiúhelníka vyjád°íme jako a = s + 2r a b = s + r.
Nalezneme podobné trojúhelníky, ze kterých odvodíme, ºe

a

b
=
r + s

r
=

b

a− b
.

1mohou to být také nuly, ale pro zachování iracionality musí £len· s nenulovým £itatelem být nekone£n¥

mnoho



Skute£n¥ tedy pom¥r a/b odpovídá hodnot¥ zlatého °ezu.
Nyní budeme dokazovat iracionalitu ϕ = a/b sporem. P°edpokládejme, ºe a a b jsou soum¥-

°itelné. Ob¥ úse£ky jsou tedy n¥jakým celo£íselným násobkem spole£né míry m, tj. a = pm a
b = qm pro p°irozená p a q. Pak je pom¥r a/b = p/q racionální. Platí v²ak, ºe r = a−b = (p−q)m
a s = 2b− a = (2q− p)m. Rozdíly úse£ek s mírou m mají tutéº míru (jsou také n¥jakým celým
násobkem m), takºe také r a s jsou soum¥°itelné délky. V men²ím (na obrázku £erveném) p¥tiú-
helníku m·ºeme pomocí úhlop°í£ek postupn¥ konstruovat dal²í men²í p¥tiúhelníky, p°i£emº dle
stejné úvahy budou jejich úhlop°í£ky a strany mít stejnou míru m. P°i postupném zmen²ování
se v²ak úhlop°í£ky i strany p¥tiúhelníka v n¥kterém kroku nutn¥ stanou men²í neº míra m.
Nemohou tudíº být celým násobkem m. Tím jsme docílili sporu, takºe p·vodní úse£ky délek a
a b nemohou být soum¥°itelné. Jejich pom¥r ϕ je tedy iracionální £íslo.

6 Iracionalita e2

Do p°edpokladu pro d·kaz sporem ve tvaru

qe = p
1

e
= pe−1

dosadíme za e i e−1 rozvoj exponenciální funkce v x = 1, respektive x = −1 a dostaneme
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Nyní seskupíme £leny se stejným jmenovatelem

(p− q)− p+ q

1!
+
p− q
2!
− p+ q

3!
+
p− q
4!
− · · · = 0.

Hodnota p− q je p°irozené £íslo, protoºe e2 > 1. Vynásobíme rovnici m!, kde m je n¥jaké sudé
p°irozené £íslo spl¬ující m > p+ q, a dostaneme

m!
{
(p− q)− p+ q

1!
+
p− q
2!
− · · ·+ p− q

m!

}
= Rm,

výraz ozna£ený Rm zahrnuje zbylé £leny

Rm =
p+ q

(m+ 1)
− p− q

(m+ 1)(m+ 2)
+

p+ q

(m+ 1)(m+ 2)(m+ 3)
− · · · .

Levá strana rovnice (sou£in faktoriálu a sloºené závorky) je nepochybn¥ celo£íselná. Rozdíl
prvních dvou £len· vRm m·ºeme upravit

p+ q

(m+ 1)
− p− q

(m+ 1)(m+ 2)
=

1

(m+ 1)

{
(p+ q)− p− q

m+ 2

}
a analogicky i pro dal²í dvojice. Díky podmínce pro m jsou v²echny rozdíly kladné a tudíº i
celý výraz Rm je kladný. Pro získání horního odhadu Rm záporné £leny zanedbáme a ostatní
zhora omezíme geometrickou °adou

Rm <
p+ q

(m+ 1)
+

p+ q

(m+ 1)(m+ 2)(m+ 3)
+ · · · < p+ q

(m+ 1)
+

p+ q

(m+ 1)3
+ · · · ,

kterou se£teme s výsledkem

Rm < (p+ q)
m+ 1

m(m+ 2)
<
p+ q

m
.

Díky podmínce m > p + q jsme tak ov¥°ili nerovnosti 0 < Rm < 1. Takový £len se nem·ºe
rovnat celo£íselnému výrazu, takºe jsme získali spor s po£áte£ním p°edpokladem. Iracionalita e2

je tím dokázána.


